
　

　３　�辺の長さ�の正四面体2$%&があり�2$ D���2%� E ����2& F �とする。

　　辺2$の中点を0�����辺2%を�������に内分する点をＬとし　�直線$/��%0

�������の交点をＰとする。

　（１）�23�を�D���E�を用いて表せ。

　（２）2を中心とし　直線&3に接する球面を6とする。

　　（ⅰ）Ｓと直線&3の接点をＨとするとき　�2+�を�D���E���F�を用いて表せ。

　　（ⅱ）6と辺2$の交点を4とする。（ⅰ）の+に対して四面体+$%&の　　　

　　　　　体積と四面体24%&の体積の比を求めよ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　解答　　

　　　　正四面体の図示　�つの面は�辺の長さが

　　　　１の正三角形　右図　　　　　　　　　　　　　　　���2

　（１）線分$/を�W����� 
�W �　線分%0を

　　　　�V��� 
�V �に内分する点を3とする。��������������������������0������������/

　　　　�23 W2/�� �� 
�W 2$������������������������&�������������������������　���3�����%

　　　　　　＝�
�

�
WE�� �� 
� W D ���������������������������������������������������$

　　　　�23 V20� �� 
�V 2%�　�D
����E
����D7E �より　　　　2

���　　　　　＝�
V

�
D� �� 
�V E ��　�　���W 

V

�
���
�W

�
 ��V　�0

　　　�ゆえに　�23 
�

�
D��

�

�
E �　�よって��W 

�

�
���V 

�

�
�　��������������3�������/

　（２）（ⅰ）+は線分&3上にあるから　　　　��������������$�����������������������������%

　　　　　�2+ X23� �� 
�X 2& �　　　　　����������������������

　　　　　　　＝�
X

�
D��

�X

�
E �� �� 
�X F �　�����　　　　　　　　　��2������������3

　　　　　�&3 
�

�
D��

�

�
E�F �　　　　　　　����������������������������������������+

　　　　　&3�2+であるから内積�&3･2+ �　　　　　&�

����������������
�

� ��D 
��E ���F ･
�

� �X�D 
��E ���� �
�X F �＝�
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�

������������������D 
��E ･ �D 
��E  
�

D ��D･E���
�

E  ����
�

�
�� ���

　　　　　����X���� �
�X �F･ �D 
��E �

　　　　　＝��� 
���X �F･D��F 
･E  �� 
���X �
�

� ��
�

�
 ���� 
��X

　　　　������ 
�X
�

F  ���X 
�� �

�　　　　従って���X������ 
��X ����X 
��  ��よって���X ���　ゆえに�X 
�

�
�

　�　　　ゆえに　�2+＝�
X

�
D��

�X

�
E�� �� 
�X F �　　　　　　　2

　　　　　　　　　　��＝�
�

�
D�

�

�
E�

�

�
F �　　　　　　��　　　　　　　　3

　　（ⅱ）球面6の半径� 2+ �　　　　　　　　　��&����������������������+�����%

　　　　�
�

2+  2+�･2+�����������������������������������������������������������$　　　.

　　���　　　　� 
�

�� �D��E�E 
�F ･ �D��E 
�F �

　　������������������������ �
�

�
�（計算省略）　ゆえに� 2+ �＝� (

�

�
�　　　2

　　　　次に　直線2+と平面$%&との交点を.

　　　　とおく。�2.� N2+�　　　　　　　　　　　4　　　　　����+

　　　　　　　　　　��＝�
N

�
2$��

N

�
�2%��

N

�
2&��　&������������������������.������%

　　　　.は平面$%&上にあることから　�
N

�
�

N

�
�

N

�
 ����������$

　　　　よって　�N 
�

�
�すなわち2.は2+の�

�

�
�倍

　　　　従って正四面体2$%&の体積9とおくと　四面体+$%&の体積� �9 ＝�
�

�
9�

　　　　次に　四面体24%&の体積

　　　　2$ ���24 2+ � (
�

�
�従って四面体24%&の体積� �9  

(�
�

9 �
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　　　　ゆえに　四面体+$%&の体積と四面体24%&の体積の比

　　　　� �9 �� �9  
�

�
9��� (

�

�
9 �����(� �

　４　座標平面上に曲線� �& ��\ HORJ[ �がある。ただし�H�は自然対数の底である。

　（１）� �& �と�[�軸および直線�[ H �で囲まれた部分を[�軸の周りに�回転して

　　　　できる立体の体積を求めよ。

　（２）� �& �上の点�3 � 
H���H �における� �& �の法線を�O�とし　�O�と�\�軸との交点を4　

　　　　とする。また4を中心として3を通る円を� �& �とする。

　　（ⅰ）� �& �の方程式を求めよ。

　　（ⅱ）� �& �と�\�軸との交点のうち原点に近い方を5とする。� �& �の短い方の円弧

　　　　　35と� �& �および�[�軸と�\�軸で囲まれた部分を�[�軸の周りに�回転して　

　　　　　できる立体の体積を求めよ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　解答

[�

�\

�2

　（１）立体の体積

　　　� �9 � �S
�

' �
H

� 
HORJ[ G[�＝S� �H
�

' �
H

� 
ORJ[ G[�　

　　　�' �
H

�
� 
ORJ[ G[＝� �, �とおく。

　　　置換積分　�ORJ  [ W �とおく　微分　�
�

[
G[ GW �　　　　����������������H

　　　�[ ��のとき�W ��　�[ H �のとき�W ��

　　　� �, � �' �
�

 ･�W [GW ' �
�

 �W WH GW ' �
�
�W � 


WH �GW��

　　　����＝� �
�

� �
�W WH ��' �

�

 �W� 

WH �GW �H �� ���

�
� �

WWH � ' �
�

WH GW �＝�H���H�H 
��  H���

　　　�従って� �9 � �
�SH �H 
�� �　　　　　　　　　　

　（２）�ⅰ）�\ HORJ[ �のとき�\ � ��よって　 �& �上の点�3 � 
H���H �における� �& �　

　　　の接線�の方程式�\�H＝�[�Hより�\ [ �　Ｐにおける接線は原点を通って

　　　いる。
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　　　従って　Ｐにおける� �& �の法線�Oの方程式�\�H �� 
�[ H �　�\ �[��H �　

[�

�\

�2

　　　また� �& �の中心�4� 
�����H �半径�
�H

(�
 (� �H �であるから　求める� �& の方程式

　　　� �[ � �
� 
�\ �H  � �H �

　��（ⅱ）�円� �& ���[�軸��\�軸　直線�[ H �

　　　で囲まれた部分の図形を�[�軸周りに�回転

　　　して得られる立体の体積　� �9  S' �
H
�\ G[ �

　　　ただし� �[ � �
� 
�\ �H  � �H ����\��H�� �

　　　　　　よって�\ �H�( �� �H � �[ �

　　　� �,  ' �
H

�
� ���H ( �� �H �[ G[ �

　　　＝�' �
H

 � ��� 
�� �H �[ � �H( �� �H �[ G[ ' �
H

�� 
�� �H �[ G[ �H' �
H

( ��� 
(� H
�[ G[

�　　　ここで　�' �
H

 � 
�� �H �[ G[  
�

H

� ��� �H [
�[

�
� �� �H

�H

�
 
�� �H

�
�

　　　　�' �
H

( ��� 
(� H
�[ �G[ �　�[ (� HVLQ K �とおく　微分　�G[ (� HFRVKGK �

　　　　�[ ��のときK＝���[ H �のときK＝�
S

�
�

　　　　�' �
H

( ��� 
(� H
�[ �G[ �＝�' �

S
�

( ��� 
(� H
�

� 
(� HVLQ K �(� HFRVK GK

　　　　　＝�� �H ' �
S
�

�FRV  KGK � �H ' �
S
� �� FRV �K

�
GK �H

�

S
�

� ��K
VLQ �K

�
�

　　　　＝� �H �
S

� ��
�

�
�従って� �9  

��S �H

�
���H･S

�H �
S

� ��
�

�
 � �S �H �

��S �H

�
�

　　　　ゆえに　求める立体の体積9＝� �9 � �9 �＝
�SH ��SH�

�H

� ��� �　
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　５　指定選択問題（配点��点）

　　�つの複素数�] �と�Z�の間に　�Z 
E]

�] D
�なる関係式がある。

　　ここでD，Eは複素数の定数であり�L �を虚数単位として　�] ��のとき�Z �L �

　　�] ��のとき�Z ���L �であるとする。

　（１）複素数D���Eの値を求めよ。

　（２）複素数平面上において�点�] �が実軸上を動くとき　点�Z�が描く軌跡を図示

　　　　せよ。　

　（３）複素数平面上において点�] �が実軸の�以上の部分を動くとき　点�Z�が描く

　　　　軌跡を� �& �　点��� 
� L Z �が描く図形� �& �とし　� �& �と� �& �を合わせたものを

　　　　�& �とする。�& �が囲む部分の面積を求めよ。

　　　　　　　　　　　　　　　　　解答

　（１）連立方程式　

　　　��L 
E

�� D
������L 

�E

�� D
　Eを消去　��L�� 
�D  ��� 
� L �� 
�D �　解くと

　　　D＝��� L ���E ��

　（２）�Z 
�]

�] � 
�� L
�　�] �について解くと　�] � 
�� L Z

�Z �
�　点�] �が実軸上を

[�

�\

�2

　　　動くことから　�] ] �　よって� � 
�� L Z

�Z �
�＝� � 
�� L Z

�Z � �
�　整理すると

　　　��LZZ ����� 
� L Z����� 
� L Z ��　　　　　　　　　���

�����������Z [�\L �とおく。従って　実数[���\�を用いて　������������������ L �

�����������実部　虚部に整理すると

　　　�L�
�[ � �\ �[�\�[ 
�\ �＋（��[�\�[�\ �）＝�　　　　　　�����

　　　� �[ � �\ ��[��\ ��より� �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  ��

������������点�Z�が複素数平面上で描く図形は中心��� L �半径�(� �の円である。上図

�　（３）複素数平面上において点�] �が実軸の�以上の部分

　　　を動くとき　点�Z�が描く図形は（２）で求めた円

　　　のうち半円部分であると考えられる。実数�] �について] ��のとき�Z �L �

　　�　] ��のとき�Z ���L �より軌跡� �& �が得られる。
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[�

�\

�2

　　　また��� L (� ��FRV
S

� �� LVLQ
S

�
�　　　　　　� �& �

　　　であるから　点��� 
� L Z �の軌跡� �& 　　　　　　　　　　　� �& �

　　　�は� �& �を原点中心に�
S

�
�回転して�(�

　　　�倍に拡大した半円である。右図��

　　　�� �& �と� �& �を合わせたものを�& �と

������������する。�& �が囲む部分の面積　���？
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